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Â ëèíåéíî- è àôôèííî-èíâàðèàíòíûõ êëàññàõ îäíîëèñòíûõ ãàðìîíè-
÷åñêèõ îòîáðàæåíèé åäèíè÷íîãî êðóãà ïîëó÷åíà îöåíêà ðàäèóñà çâåçä-
íîñòè, çàâèñßùàß îò ïîðßäêà ñåìåéñòâà.
At the linear- and aﬃne-invariant families of univalent harmonic mappings
an estimate of the radius of starlikeness depending on the order of family
is obtained.
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Ââåäåíèå
Èíòåðåñ ê êëàññàì îäíîëèñòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîßâèëñß ïîñëå èç-
âåñòíîé ðàáîòû Äæ. Êëóíè è Ò. Øåéë-Ñìîëëà [1] è îáóñëîâëåí âî-ïåðâûõ ðîä-
ñòâîì çàäà÷ òåîðèè ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ñ êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìàòèêîé
êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé, à âî-âòîðûõ ñóùåñòâåííûìè îòëè÷èßìè è ñâîåîáðàçè-
åì ñâîéñòâ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé è èñïîëüçóåìûõ äëß èõ àíàëèçà ìåòîäîâ. Â
äàëüíåéøåì ïðîáëåìàòèêå îäíîëèñòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé áûë ïîñâß-
ùåí ðßä ðàáîò Ò. Øåéë-Ñìîëëà [2], Äæ. Áøóòè, Ó. Õåíãàðòíåðà [3], Ï. Äþðåíà [4]
è äðóãèõ àâòîðîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðßä êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåì òåîðèè ãàðìî-
íè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé (òàêèõ êàê îöåíêà êîýôôèöèåíòîâ, òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèß
è åäèíñòâåííîñòè ãàðìîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèß ñ çàäàííîé äèëàòàöèåé) íà ñåãî-
äíßøíèé äåíü îñòàþòñß íåðåøåííûìè.
1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ëèíåéíî- è àôôèííî-èíâàðèàíòíîå ñåìåéñòâî L
ñîõðàíßþùèõ îðèåíòàöèþ ëîêàëüíî îäíîëèñòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé f
åäèíè÷íîãî êðóãà ∆ = {z : |z| < 1}, óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèßì: f(0) = 0, fz(0) =
1.
Íàïîìíèì, ÷òî ñâîéñòâî ëèíåéíîé èíâàðèàíòíîñòè ñåìåéñòâà L çàêëþ÷àåòñß â







ïðè ëþáîì êîíôîðìíîì àâòîìîðôèçì φ(z) = eiθ(z−z0)/(1−z0z) åäèíè÷íîãî êðóãà,
ãäå z0 ∈ ∆, θ ∈ R.
Àôôèííàß èíâàðèàíòíîñòü ñåìåéñòâà L îçíà÷àåò, ÷òî âìåñòå ñ êàæäîé ôóíê-





ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ε ∈ ∆.
Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [4]), ÷òî ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â åäèíè÷íîì êðóãå
∆ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå f(z) = h(z) + g(z), ãäå h(z), g(z)  ãîëîìîðôíûå â
∆ ôóíêöèè. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëßåò çàïèñàòü âñßêóþ ôóíêöèþ f ∈ L â âèäå







bkzk, |z| < 1.
Íàïîìíèì (ñì. [2]), ÷òî ïîðßäêîì ëèíåéíî- è àôôèííî-èíâàðèàíòíîãî ñåìåé-
ñòâà L íàçûâàåòñß ÷èñëî α = sup |a2|, ãäå ñóïðåìóì áåð¼òñß ïî âñåì ôóíêöèßì èç
L. Â äàííîé ðàáîòå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîðßäîê ñåìåéñòâà L êîíå÷åí. Îöåíêà âåëè-
÷èíû α â ñåìåéñòâàõ îäíîëèñòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé îñòàåòñß îäíîé èç
öåíòðàëüíûõ íåðåøåííûõ çàäà÷ äàííîãî ðàçäåëà ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.
Ïîäêëàññ L0 êëàññà L, êîòîðûé âûäåëßåòñß íàëîæåíèåì äîïîëíèòåëüíîãî óñ-
ëîâèß fz(0) = 0, ßâëßåòñß êîìïàêòíûì â òîïîëîãèè ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäè-
ìîñòè â êðóãå∆. Ïðè ýòîì L0 óæå íå ßâëßåòñß ëèíåéíî-èíâàðèàíòíûì ñåìåéñòâîì.
Â ðàáîòå [5] ââîäèòñß ïîíßòèå ïîðßäêà α0 ñåìåéñòâà L0. Ïîðßäêîì ñåìåéñòâà
L0 íàçîâåì ÷èñëî α0 = max |a2|, ãäå ìàêñèìóì áåð¼òñß ïî âñåì ôóíêöèßì èç
L0. Ïðèâëå÷åíèå ïîðßäêà α0 ïîçâîëèëî óòî÷íèòü íåêîòîðûå îöåíêè â ëèíåéíî-
è àôôèííî-èíâàðèàíòíûõ ãëàññàõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì. [5,6]).
Î÷åâèäíî, ÷òî âñßêóþ ôóíêöèþ f ∈ L ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå f(z) = f0(z)+
b1f0(z), ãäå f0  íåêîòîðàß ôóíêöèß èç L0, à b1 = fz(0), |b1| < 1. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî α ≤ α0 + β0, ãäå β0 = max |b2|, ïðè÷åì ìàêñèìóì áåð¼òñß ïî âñåì ôóíêöèßì
èç L0. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [6]), ÷òî β0 ≤ 1/2.
Ïðèìåðàìè ñåìåéñòâ L è L0 ßâëßþòñß èçâåñòíûå êëàññû îäíîëèñòíûõ ãàðìî-
íè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé SH , S0H ñîîòâåñòâåííî (ñì., íàïðèìåð, [1,4]).
Ïðîáëåìàòèêà òåîðèè ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé âî ìíîãîì ïðîäîëæàåò
êëàññè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, â ëèíåéíî-
è àôôèííî-èíâàðèàíòíûõ êëàññàõ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé óäàåòñß ïîëó÷èòü
òî÷íûå îöåíêè ðàäèóñà âûïóêëîñòè [2,6], çàâèñßùèå îò ïîðßäêà ñåìåéñòâà.
Îöåíêà ðàäèóñà çâåçäíîñòè â êëàññàõ L êàê è â ñëó÷àå êîíôîðìíûõ îòîáðà-
æåíèé ïðåäñòàâëßåò ñîáîé áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó. Íàïîìíèì, ÷òî â êëàññå S êîí-
ôîðìíûõ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì êðóãå ëþáàß ôóíêöèß f îòîáðàæàåò
êðóã {z ∈ ∆ : |z| ≤ 2 − √3} íà îáëàñòü, çâåçäîîáðàçíóþ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êî-
îðäèíàò.
Ñëåäóþùàß òåîðåìà ïîçâîëßåò ïîëó÷èòü îöåíêó ðàäèóñà çâåçäíîñòè â ëèíåéíî-
è àôôèííî-èíâàðèàíòíûõ ïîäêëàññàõ êëàññà SH îäíîëèñòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ
îòîáðàæåíèé.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèß f(z) = h(z)+g(z) ∈ L ⊂ SH . Òîãäà f çâåçäîîáðàçíà
îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò â ëþáîì êðóãå {z ∈ ∆ : |z| < r} äëß âñåõ r,
óäîâëåòâîðßþùèõ íåðàâåíñòâó






, ãäå t0 ≈ 2.1986.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíî- è àôôèííî-èíâàðèàí-
òíûé ïîäêëàññ L ñåìåéñòâà îäíîëèñòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé SH . Ïóñòü
f = h+g ∈ L. Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèßìè óñòàíàâëèâàåòñß, ÷òî ïðè ëþáîì














Â ñèëó ëèíåéíîé èíâàðèàíòíîñòè êëàññà L ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå f0 =
















h′(r)(1− r2) , ζ =
z0 − z
1− z0z .





























ïðè÷åì ôóíêöèß fˆ ïðèíàäëåæèò êëàññó L â ñèëó ñâîéñòâà àôôèííîé èíâàðèàíò-
íîñòè (2) (ïðè ε = −g′0(0), |ε| < 1).
Çâåçäîîáðàçíîñòü îáðàçà êðóãà {z : |z| < r} îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò




arg f(reit) ≥ 0.
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Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4) äëß ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíßëàñü îöåíêà
Re fˆ(r) ≥ 0.
Çàìåòèì, ÷òî












∣∣∣hˆ′(x) + gˆ′(x)∣∣∣ cos arg (hˆ′(x) + gˆ′(x)) dx.
Äëß ãîëîìîðôíîé ñîñòàâëßþùåé h ïðîèçâîëüíîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè f ,
ïðèíàäëåæàùåé ëèíåéíî- è àôôèííî-èíâàðèàíòíîìó ñåìåéñòâó, ñòàíäàðòíûìè
ìåòîäàìè (ñì., íàïðèìåð, [7]) ñ ïîìîùüþ îöåíêè îòíîøåíèß h′′(z)/h′(z), êîòîðàß
ìîæåò áûòü íàéäåíà, íàïðèìåð, â [4,6], äîêàçûâàþòñß òåîðåìû èñêàæåíèß è âðà-
ùåíèß. Â ÷àñòíîñòè, â ñèëó àôôèííîé èíâàðèàíòíîñòè ñåìåéñòâà L äëß ëþáîãî
ε, |ε| < 1, è ïðîèçâîëüíîãî z ∈ ∆ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
(1− |z|)α−1
(1 + |z|)α+1 ≤
∣∣∣hˆ′(z) + ε gˆ′(z)∣∣∣ ≤ (1 + |z|)α−1
(1− |z|)α+1 ,
α ln1− |z|
1 + |z| ≤ arg
(
hˆ′(z) + ε gˆ′(z)
)
≤ α ln1 + |z|
1− |z| . (5)












≤ α ln1 + x
1− x.
(5′)
Áîëåå òî÷íàß, íî ìåíåå óäîáíàß â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå, òåîðåìà èñêàæå-
íèß äëß ëèíåéíî- è àôôèííî-èíâàðèàíòíûõ ñåìåéñòâ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé
ïðèâåäåíà â ðàáîòå [6].












Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (5′)∫ r1
0




















e−t cos t dt = A.



























< 0 è äëß ëþáîãî r ∈ (r1, r2)∫ r
r1

















∫ ln( 1+r1−r )α
pi
2
et cos t dt = Ar.














































ïðè÷åì Ar < 0 äëß r ∈ (r1, r2).
Îñòàåòñß çàìåòèòü, ÷òî Re fˆ(r) ≥ A + Ar ≥ 0 è, êàê ñëåäñòâèå, ôóíêöèß f
çâåçäîîáðàçíà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò â êðóãå {z ∈ ∆ : |z| < r}, åñëè


















2 − e−pi2 − 1,
























íà èíòåðâàëå (pi/2, pi). Ïðèáëèæåííî çíà÷åíèå t0 ìîæíî îöåíèòü âåëè÷èíîé 2.1986.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Èçâåñòíî, ÷òî â ïîäêëàññå CH ⊂ SH , îáðàçîâàííîì ôóíêöèßìè
f ∈ SH , îòîáðàæàþùèìè ∆ íà ïî÷òè âûïóêëûå îáëàñòè, ïîðßäîê α = 3. Â ýòîì
ñëó÷àå ðàäèóñ çâåçäíîñòè â ëþáîì ïîäêëàññå L ⊂ CH îöåíèâàåòñß âåëè÷èíîé r0 =
(e
t0
α − 1)/(e t0α + 1) ≈ 0.35037. Äëß ñðàâíåíèß, ðàäèóñ âûïóêëîñòè (ñì., íàïðèìåð,
[4,6]) äëß êëàññà CH ðàâåí 3−
√
8 ≈ 0.17157.
2. Â çàâåðøåíèå äîêàæåì òåîðåìó âðàùåíèß äëß ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ
ïðîèçâîëüíîìó ëèíåéíî- è àôôèííî-èíâàðèàíòíîìó êëàññó ãàðìîíè÷åñêèõ îòîá-
ðàæåíèé.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ L, b1 = fz(0) è r ∈ (0, 1). Òîãäà äëß ëþáîãî z = reit










1 + r|b1| .
(6)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(z) = h(z) + g(z) ∈ L, ãäå h(z), g(z)  ãîëîìîðôíûå
â ∆ ôóíêöèè. Ïóñòü b1 = fz(0) = g′(0). Íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì
























Ëîêàëüíàß îäíîëèñòíîñòü îòîáðàæåíèß f ïîçâîëßåò ïðèìåíèòü ê îòíîøåíèþ
g′(z)/h′(z) ëåììó Øâàðöà [8], â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé∣∣∣∣∣e−2it g′(reit)h′(reit)








≤ arcsin r + |b1|
1 + r|b1| . (8)
C äðóãîé ñòîðîíû arg h′(reit) = Im lnh′(reit), ïðè÷åì ôóíêöèß lnh′ ãîëîìîðôíà
â êðóãå ∆, ïîñêîëüêó h′(z) 6= 0.
Â ðàáîòå [6] ïîëó÷åíà òî÷íàß îöåíêà ïðîèçâîäíîé ∂∂z lnh′(z) â ëèíåéíî- è àô-
ôèííî-èíâàðèàíòíûõ ñåìåéñòâàõ ëîêàëüíî îäíîëèñòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðà-
æåíèé, èìåþùàß âèä:∣∣∣∣z ∂∂z lnh′(z)− 2r1− r2







Î÷åâèäíî, ÷òî àíàëîãè÷íàß îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëß ìíèìîé ÷àñòè âûðàæå-
íèß ïîä çíàêîì ìîäóëß, ÷òî ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó∣∣∣∣Im {z ∂∂z lnh′(z)
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Ïðèìåíßß ê ïîñëåíåìó âûðàæåíèþ óñëîâèå Êîøè-Ðèìàíà â ïîëßðíûõ êîîðäè-
íàòàõ ∂ln|h
′(reit)|














÷òî ïîçâîëßåò ïðåîáðàçîâàòü (9) ê âèäó
∂
∂r








Èíòåãðèðîâàíèåì ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïî r ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà h′(0) = 1
ïðèõîäèì ê îöåíêå
arg h′(reit) ≤ ln
{
(1 + r)α0−β0




Îñòàåòñß ïðèìåíèòü ê (7) íåðàâåíñòâî (8) ñîâìåñòíî ñ îöåíêîé (10), ÷òî â èòîãå
ïðèâîäèò ê òðåáóåìîìó ñîîòíîøåíèþ (6).
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (10), ïîëó÷åííîå â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2,
óòî÷íßåò òåîðåìó âðàùåíèß (5′) äëß ãîëîìîðôíûõ ñîñòàâëßþùèõ ãàðìîíè÷åñêèõ
îòîáðàæåíèé.
Çàêëþ÷åíèå
Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ ëèíåéíîé è àôôèííîé èíâàðèàíòíîñòè
ïîçâîëßåò ïîëó÷èòü îöåíêó ðàäèóñà çâåçäíîñòè â ïîäêëàññàõ êëàññà íîðìèðîâàí-
íûõ îäíîëèñòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé åäèíè÷íîãî êðóãà.
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